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Polarne koordinate
Primer

Neka je D oblast ograni¢ena kruZnicama sa centrom u (0, 0),
poluprecnikary =1ir, =2 ipravamay = x i x = 0.
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| nacin:

D=D1u

D1 = {(x,y)|x € [0, 2],y € [V1 — x2, V4 — x2]}

= {(x,y)lx € [@,V2],y € [x,vV4— x?]}

J[f(x,y)dxdy = [ [ f(x,y)dxdy + [ [ f(x,y)dxdy
D D1 D2
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Il nacin: koristeci polarne koordinate
P(x,y) - tacka

"] TR P(x.y) p - rastojanje ta¢ke P od
koordinatnog pocetka, p > 0

- ugao izmedu x-ose i vektora
odredenog tackom P, ¢ € [0, 27]

ﬂg

sin(p) = %ﬁ;ﬁ’;:;lﬁj = ¢ =y =psin(y)
COS(@) = higgtzguaza = % == pCOS((p)
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Polarne koordinate:
X = pcos(y)

y = psin(p)

p >0, ¢€[0,2n]

X% + y? = pP cos?() + p” sin(p)
= p?(cos?(p) + sin®(y))
=p=/(X2+y?)

y _ psin(y)
x  pcos(p)
t9(v)

= ¢ = arctg(

)

x <
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Nastavak primera:

@ Sve tacke koje se nalaze izmedu dve kruznice su na udaljenosti
od koordinanog pocetka za 1 < p < 2.

@ Ugao izmedu prave y = x i x-0se je 7, a ugao izmedu prave
x =0ix-ose je 5. Za sve tacke izmedu ove dve prave vazi da je
T<p<3.

= D" ={(p,9): pe1,2,p €[5, 3]}

Jednostavnosti radi, neka je f(x,y) = 1:

2
[ [f(x,y)dxdy = [ [1-dxdy = [ [ pdpde = [ [ pdpde
D D D= 1

ENE) H’\’H

Odakle ovo p ?
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Teorema

Uopstena teorema o smeni promenljivih:

ax
Akojex = x(u,v),y = y(u,v),d = | %
au

SSSN

] idet(J) # 0, tada:

/D/f(x,,\/)dxdy:/l f(x(u, v), y(u, v)) - det(J)dudv

Teorema

Neka je funkcija f(x, y) neprekidna na D C R? koji se pomocu
polarnih koordinata moze transformisati u

D ={(p.¢): p €la b],¢ € [a, B]}. Tada je:

[ [ foendsay = [ [ 1ix(o.0). 906, ¢)) - plpdc
D Dx
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Smenom: x = pcos(p), ¥ = psin(yp) posmatramo preslikavanje Cija
je Jakobijeva matrica

J= { % % } _ { cos(p) —psin(y)

5% v sin(¢)  pcos(y)

det(J) = cos(yp) - pcos(y) + psin(y) - sin(y)
= p(cos?(p) + sin®(y))
=p
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Elipticke koordinate

Elipticke koordinate:
a,beR,p>0,¢pel0,27]
X = apcos(y)

y = bpsin(y)

det(J) = abp

Izvesti det(J) za domadi.
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Cilindricne koordinate
P(x,y,z) - taCka

4 —_— P'(x,y,0) - projekcija tacke P na
o Oxy ravan
p - rastojanje taCke P’ od
Yy

koordinatnog pocetka, p > 0

i '
X P(x.y.0) - ugao izmedu x-ose i vektora

odredenog taékom P’ ¢ € [0, 27]

Za zapis projekcije tacaka cilindra na Oxy ravan koriste se polarne
koordinate. Tre¢a promenljiva z ostaje nepromenjena.

(x.y,2)
(

X, P
P'(pcos(y), psin(¢),0) P(pcos(¢), psin(y), 2)
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Cilindriéne koordinate:

X = pcos(p)

y = psin(p)

z=2z

p>0,0€[0,27],Zz€R

det(J) =p
X, X, X, cos(p) —psin(p) O

det(/y=| v, ¥, ¥, |=| sin(¢) —pcos(p) O

z, z, z 0 0 1
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Sferne koordinate

z
P(x,vy,z)
Ie) Y-
]
o S
X W
P'(x,y.0)

Smena promenljivih u dvostrukom integralu
Smena promenljivih u trostrukom integralu

P(x,y,z) - taCka

P'(x,y,0) - projekcija tacke P na
Oxy ravan

- rastojanje tacke P od
koordinatnog pocetka, p > 0

o’ - rastojanje tacke P’ od
koordinatnog pocetka, p’ > 0

- ugao izmedu x-ose i OP/,
6 € [0,27]

- ugao izmedu z-ose i OP,
¢ € [0,7]

Integracija - smene promenljivih
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P
I
e
0 P y
sin(¢) = % = p/ = psin(¢) sin(9) = % = y = p'sin(0)
cos(¢) = £ = z = pcos(¢) cos(f) = - = x = p' cos(6)
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Sferne koordinate:

X = psin(¢) cos(d)

y = psin(¢) sin(6)

z = pcos(¢)
p>0,0¢€]0,2n], ¢ € [0, 7]
det(J) = p?sin(¢)

X’% X‘% Xé 2 o
det("j) = yp .yqb y@ =...=p Sln((b)
z, zy z
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Hiperbolicke koordinate:

x = apsin(¢) cos(6)

y = bpsin(¢) sin(6)

Z = cpcos(¢)
a,b,ceR,p>0,0¢€]0,2n], ¢ €[0,7]
det(J) = abcp? sin(¢)

X X:b X4
P
det(J) =| ¥, y(; Yo | = ... = abcp?sin(¢)
z, z, 2z
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